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1 はじめに
この文書は不完全性定理についての諸々をまとめたものです． 自分用に纏めたものであり，
人に見せることをあまり想定していないので，説明が不十分な部分があるかもしれません．
また普通に誤りがある可能性もあります． これらの点についてはご了承ください．

1.1 メタ情報
• この文書はTypstという執筆時では新興の組版システムによって作成しています．
• 文書のソースファイル等はhttps://github.com/SnO2WMaN/incompleteness.txtに
置かれており，最新のPDFファイルが自動的にhttps://sno2wman.github.io/
incompleteness.txt/main.pdfにデプロイされています¹．

• 文書のライセンスはCC0 1.0であり，可能な限り著作権を放棄します．
• 誤りなどがあれば，GitHubのissueか著者に連絡していただけると助かります．

¹文書のコンパイルが失敗していなければ．

1.2 読書案内
日本語で書かれた不完全性定理についての文献としては[1, 2, 3, 4]があります． 知っている
範囲で簡単に紹介しておきます．TODO:もっとちゃんと文献を増やす

• [1]は，日本における不完全性定理の第一人者²による不完全性定理の証明に至るまでの丁寧
な解説書であり，更に少しの発展的な話題も載っています．数学の哲学について禁欲でな
いという特徴もあります．

• [2]は，示すこと自体が目標になりがちな不完全性定理の，更に発展的な話題について書かれ
ています．ただし，紙面の都合で多くの定理の証明が載っていません．

• [3]は[5]の日本語訳です．私が最初に読んだという点で思い入れがありますが，用語やアプ
ローチがかなり独特なので，入門としてはあまりおすすめはしません³．

• [4]は大きく様相論理，証明可能性論理，強制法，真理論についての本です．不完全性定理に
ついては，証明可能性論理の節で扱われています．

²少なくとも私はそう思っています．
³事情としては，Smullyanが数論的なアプローチを避けてより初等的な形式での議論を行おうとしている

気があり，不完全性定理について全く知らない人間にとってはどういうモチベーションでそんなことをして
いるのか分かりにくいという難点があります．逆に言えば，分かってしまえばむしろかなり丁寧に議論して
いることが分かります．

英語で書かれた文献はもっとあります．TODO:もっと書く

1.3 更新履歴
TODO:一旦完成してから書く．

2 パラドックス！
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3 不完全性定理とは何なのか？
今日「不完全性定理」と呼ばれる定理は，Gödel[6]によって初めて証明された． この元論文
[6]ではRussel,WhiteheadによるPrincipia MathematicaをGödelがより使いやすく改良し
た体系における第1不完全性定理の証明が与えられ，第2不完全性定理についてはそのスケッ
チのみを与えるに留まっている． 第2不完全性定理の詳細な証明については[7]によって最初
に証明が与えられた．

3.1 不完全性定理という名前について
[8, 9]参照．

4 計算論
4.1 準備
TODO:どういうモチベーションで Definition 4.1.1を導入しているかをちゃんと書く

Definition 4.1.1 (形式的な自然数)

Definition 4.1.2 (関数)

Definition 4.1.3 (関係)   𝑛 ≥ 0に対し，ℕ𝑛の部分集合R ⊆ ℕ𝑛を，𝑛項関係という．

Example 4.1.4 (関係の例)
•「𝑥と𝑦は同数のSを持っている」すなわち「𝑥が𝑦が等しい」という関係Eqは，2項関係で
ある．Eq = {(0, 0), (1, 1), (2, 2),…}．

•「𝑦は𝑥より多くのSを持っている」すなわち「𝑦は𝑥より大きい」という関係Gtは，2項関
係である．Gt = {(0, 1), (0, 2), (1, 3),…}．

• 偶数の集合は1項関係である．Even = {0, 2, 4,…}．

Definition 4.1.5 (特性関数)   𝑛項関係R ⊆ ℕ𝑛に対し，次の関数𝜒R : ℕ𝑛 → ℕを，Rの特性
関数という．

𝜒R( ⃗𝑥) = {
1 if ⃗𝑥 ∈ R
0 if ⃗𝑥 ∉ R

4.2 原始再帰的
我々のよく知っている自然数についての初等的な関数や関係の殆どは，原始再帰的な関数や
関係として表現できる．

まずは原始再帰的な関数の定義を与えよう．
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Definition 4.2.1 (定数関数)   𝑛個の引数 ⃗𝑥を受け取るが，それらを全て破棄して𝑐を返す
関数を，定数関数といい，const𝑛𝑐 : ℕ𝑛 → ℕで表す．

すなわち，const𝑛𝑐 ( ⃗𝑥) = 𝑐である．

Definition 4.2.2 (後者関数)   受け取った自然数の次の自然数を返す関数を，後者関数と
いい，succ : ℕ1 → ℕで表す．

すなわち，succ(𝑥) = 𝑠(𝑥)である．

Definition 4.2.3 (射影関数)   𝑛個の引数𝑥1,…, 𝑥𝑛を受け取り，そのうち𝑖番目の引数を返
す関数を，射影関数といい，proj𝑛𝑖 : ℕ𝑛 → ℕで表す．

すなわち，proj𝑛𝑖 (𝑥1,…, 𝑥𝑛) = 𝑥𝑖である．

Definition  4.2.4  (関 数 合 成 )      𝑛変 数 関 数 f : ℕ𝑛 → ℕと ， 𝑛個 の 𝑚変 数 関 数
g1,…, g𝑛 : ℕ𝑚 → ℕが与えられたとき，以下のように定義される 𝑚変数関数
compf,g1,…,g𝑛 : ℕ

𝑚 → ℕを，f, g1,…, g𝑛の関数合成という．

compf,g1,…,g𝑛( ⃗𝑥) = f(g1( ⃗𝑥),…, g𝑛( ⃗𝑥))

ここで， ⃗𝑥は𝑚個の引数とする．

Definition 4.2.5 (原始再帰)  ， 𝑛変数関数f : ℕ𝑛 → ℕと，𝑛 + 2変数関数g : ℕ𝑛+2 → ℕが
与えられたとき，以下のように定義される𝑛変数関数precf,g : ℕ𝑛 → ℕを，f, gの原始再帰と
いう．

precf,g( ⃗𝑥, 0) = f( ⃗𝑥)

precf,g( ⃗𝑥, 𝑠(𝑦)) = g( ⃗𝑥, 𝑦, precf,g( ⃗𝑥, 𝑦))

ここで， ⃗𝑥は𝑚個の引数とする．

Definition 4.2.6 (原始再帰的関数)   ある関数が原始再帰的であるとは，以下のいずれか
の条件を満たすことをいう．
• 定数関数である．(Definition 4.2.1)
• 後者関数である．(Definition 4.2.2)
• 射影関数である．(Definition 4.2.3)
• 原始再帰的な関数による関数合成である．(Definition 4.2.4)
• 原始再帰的な関数による原始再帰である．(Definition 4.2.5)

原始再帰的な関数を，原始再帰的関数という．

4.2.1 原始再帰的関数の例
前述したとおり，自然数についての初等的な関数の殆どが原始再帰的である．見ていこう．
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Definition 4.2.1.1 (恒等関数)   id : ℕ1 → ℕ ≔ proj11と定義される関数を，恒等関数とよ
ぶ． すなわち，id(𝑥) = 𝑥である．

Definition 4.2.1.2 (ゼロ関数)   zero𝑛 : ℕ𝑛 → ℕ ≔ const𝑛0と定義される関数を，𝑛変数ゼ
ロ関数とよぶ． すなわち，zero𝑛( ⃗𝑥) = 0である．

Definition 4.2.1.3 (加算)   以下のように定義される関数add : ℕ2 → ℕを，加算と呼ぶ．

add ≔ precid,compsucc,proj33

合成と原始再帰を外して簡約すると，以下のようになる．

add(𝑥, 0) = id(𝑥)

add(𝑥, 𝑠(𝑦)) = succ(proj33(𝑥, 𝑦, add(𝑥, 𝑦)))

また，中置記法として，add(𝑥, 𝑦)を𝑥 + 𝑦とも書く．

Example 4.2.1.4 (加算の例)   addの挙動を確認して，たしかに加算となっていることを
確認しよう．

add(2, 3) = 5である．

Definition 4.2.1.5 (乗算)   以下のように定義される関数mul : ℕ2 → ℕを，乗算と呼ぶ．

mul ≔ preczero1,compadd,proj31,proj33

合成と原始再帰を外して，よりわかりやすく書くと

mul(𝑥, 0) = zero1(𝑥)

mul(𝑥, 𝑠(𝑦)) = add(proj31(𝑥, 𝑦,mul(𝑥, 𝑦)), proj33(𝑥, 𝑦,mul(𝑥, 𝑦)))

また，中置記法として，mul(𝑥, 𝑦)を𝑥 × 𝑦とも書く．

Example 4.2.1.6 (乗算の例)   mulの挙動を確認して，たしかに乗算となっていることを
確認しよう．

add(2, 3) = 6である．

ここまで定義した関数について，定義より明らかに次の Corollary 4.2.1.7が成り立つ．

Corollary 4.2.1.7   恒等関数id，ゼロ関数，加算add，乗算mulは原始再帰的関数である．

さて，更に関数を定義していきたいが，毎回Definition 4.2.1.3やDefinition 4.2.1.5のように
愚直に全ての関数を書き下していくと，あまりにも煩雑になってしまう． これを避けるため
に，Remark 4.2.1.8を導入する．
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Remark 4.2.1.8   以下の略記を用いてもよいとする．
• 最も外側の原始再帰は外して定義する．
• const𝑛𝑐 , proj𝑛𝑖 , idは明らかなら省略する．

Definition 4.2.1.9 (冪乗)   以下のように定義される関数exp : ℕ2 → ℕを，冪乗と呼ぶ．

exp(𝑥, 0) = 1
exp(𝑥, 𝑠(𝑥)) = 𝑥 × exp(𝑥, 𝑦)

また，略記としてexp(𝑥, 𝑦)を𝑥𝑦とも書く．

Definition 4.2.1.10 (階乗)   以下のように定義される関数frac : ℕ1 → ℕを，冪乗と呼ぶ．

frac(0) = 1
frac(𝑠(𝑥)) = (𝑥 + 1) × frac(𝑥)

また，略記としてfrac(𝑥)を𝑥!とも書く．

Definition 4.2.1.11 (前者関数)   以下のように定義される関数pred : ℕ1 → ℕを，前者関
数と呼ぶ．

pred(0) = 0

pred(𝑠(𝑥)) = proj21(𝑥, pred(𝑥))

Definition 4.2.1.12 (補正付き減算)   以下のように定義される関数msub : ℕ2 → ℕを，補
正付き減算と呼ぶ．

msub(𝑥, 0) = 0
msub(𝑥, 𝑠(𝑦)) = pred(msub(𝑥, 𝑦))

また，中置記法として，msub(𝑥, 𝑦)を𝑥 ∸ 𝑦とも書く．

後で特性関数を定義するときに必要となる，次の関数も定義しておこう．

Definition 4.2.1.13 (ゼロ判定)   以下のように定義される関数iszero : ℕ1 → ℕを，ゼロ判
定と呼ぶ．

iszero(0) = 1
iszero(𝑠(𝑥)) = 0
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Definition 4.2.1.14 (正数判定)   以下のように定義される関数ispos : ℕ1 → ℕを，正数判
定と呼ぶ．

ispos(0) = 0
ispos(𝑠(𝑥)) = 1

ここまで定義した関数についても，やはり明らかに次の Corollary 4.2.1.15が成り立つ．

Corollary 4.2.1.15   冪乗exp，階乗frac，前者関数pred，補正付き減算msub，ゼロ判定
iszero，正数判定isposは原始再帰的関数である．

Definition 4.2.1.16 (有界総和)   関数f : ℕ𝑛+1 → ℕについて，以下のように定義される関
数Σf : ℕ𝑛+1 → ℕを，有界総和と呼ぶ．

Σf( ⃗𝑥, 0) = f( ⃗𝑥, 0)
Σf( ⃗𝑥, 𝑠(𝑦)) = f( ⃗𝑥, 𝑠(𝑦)) + Σf( ⃗𝑥, 𝑦)

Example 4.2.1.17 (有界総和の例)   有界総和の例を計算してみよう．
• Σid(3) = id(3) + id(2) + id(1) + id(0) = 6
• Σsucc(3) = succ(3) + succ(2) + succ(1) + succ(0) = 10
• Σadd(2, 3) = add(2, 3) + add(2, 2) + add(2, 1) + add(2, 0) = 14

Definition 4.2.1.18 (有界総乗)   関数f : ℕ𝑛+1 → ℕについて，以下のように定義される関
数Πf : ℕ𝑛+1 → ℕを，有界総乗と呼ぶ．

Πf( ⃗𝑥, 0) = f( ⃗𝑥, 0)
Πf( ⃗𝑥, 𝑠(𝑦)) = f( ⃗𝑥, 𝑠(𝑦)) × Πf( ⃗𝑥, 𝑦)

Example 4.2.1.19 (有界総乗の例)   有界総乗の例を計算してみよう．
• Πid(3) = id(3) × id(2) × id(1) × id(0) = 0
• Πsucc(3) = succ(3) × succ(2) × succ(1) × succ(0) = 24
• Πadd(2, 3) = add(2, 3) × add(2, 2) × add(2, 1) × add(2, 0) = 240

有界総和と有界総乗についても自明に次の Corollary 4.2.1.20が成り立つ．

Corollary 4.2.1.20   𝑓 : ℕ𝑛+1 → ℕが原始再帰的関数であるなら，有界総和Σ𝑓，有界総乗
Π𝑓は原始再帰的関数である．
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4.2.2 原始再帰的関係

Definition 4.2.2.1 (原始再帰的関係)   関係R ⊆ ℕ𝑛の特性関数𝜒Rが原始再帰的関数であ
るとき，Rは原始再帰的関係であるという．

Example 4.1.4で見た関係は，いずれも原始再帰的関係である．

Definition 4.2.2.2 (同値関係)   𝑥, 𝑦 ∈ ℕについて，「𝑥と𝑦は同数のSを持っている」すなわ
ち「𝑥と𝑦が等しい」という2項関係を同値関係といい，Eq ⊆ ℕ2として表す． (𝑥, 𝑦) ∈ Eq
であることを，𝑥 = 𝑦とも書く．

Theorem 4.2.2.3   同値関係Eqは原始再帰的関係である．

Proof    実際，𝜒Eq(𝑥, 𝑦) = iszero(𝑥 ∸ 𝑦) + iszero(𝑦 ∸ 𝑥)とすれば要件を満たす． □

Definition 4.2.2.4 (大小関係)   𝑥, 𝑦 ∈ ℕについて，「𝑦は𝑥より多くのSを持っている」す
なわち「𝑦は𝑥より大きい」という2項関係を同値関係といい，Gt ⊆ ℕ2として表す．
(𝑥, 𝑦) ∈ Gtであることを，𝑥 < 𝑦とも書く．

Theorem 4.2.2.5   大小関係Gtは原始再帰的関係である．

Proof    実際，𝜒Gt(𝑥, 𝑦) = ispos(𝑦 ∸ 𝑥)とすれば要件を満たす． □

偶数の集合が原始再帰的関係であることを示すために，まずはいくつかの論理演算を用意す
る．

Definition 4.2.2.6 (関係の論理演算)   𝑛項関係R, S ⊆ ℕ𝑛について，関係¬R,R ∧ S,R ∨ S
を次のように定める．
• ¬R ≔ { ⃗𝑥 ∈ ℕ𝑛 | ⃗𝑥 ∉ R}．すなわち，「Rではない」という否定．
• R ∧ S ≔ { ⃗𝑥 ∈ ℕ𝑛 | ⃗𝑥 ∈ R ∩ S}．すなわち，「RかつS」という連言．
• R ∨ S ≔ { ⃗𝑥 ∈ ℕ𝑛 | ⃗𝑥 ∈ R ∪ S}．すなわち，「RまたはS」という選言．

Theorem 4.2.2.7   関係R, S ⊆ ℕ𝑛が原始再帰的関係であるとき，関係¬R,R ∧ S,R ∨ Sも
原始再帰的関係である．
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Proof    次のように特性関数を定義すれば，論理演算としての要件を満たす．
• 𝜒¬R( ⃗𝑥) ≔ iszero(𝜒R( ⃗𝑥))
• 𝜒R∧S( ⃗𝑥) ≔ 𝜒R( ⃗𝑥) × 𝜒S( ⃗𝑥)
• 𝜒R∨S( ⃗𝑥) ≔ ispos(𝜒R( ⃗𝑥) + 𝜒S( ⃗𝑥))

このとき仮定よりR, Sの特性関数𝜒R, 𝜒Sは原始再帰的関数であるので，Corollary 4.2.1.7
や Corollary 4.2.1.15より，𝜒¬R, 𝜒R∧S, 𝜒R∨Sも原始再帰的関数となる． □

Remark   R ∧ S,R ∨ Sの特性関数𝜒R∧S( ⃗𝑥), 𝜒R∨S( ⃗𝑥)を観察すると，前者は乗算，後者は加
算に基づいて特性関数が構成されている．このような対応から，連言と選言はそれぞれ
論理積と論理和とも呼ばれる．

Definition 4.2.2.8   2項関係NEq,Gteとその略記を，以下のように定める．
• NEq ≔ ¬ Eqとする．すなわち「𝑥と𝑦は等しくない」という関係であり，𝑥 ≠ 𝑦とも書
く．

• Gte ≔ Gt ∨ Eqとする．すなわち「𝑦は𝑥以上」という関係であり，𝑥 ≤ 𝑦とも書く．

Theorem 4.2.2.7などより明らかに，次の系が成り立つ．

Corollary 4.2.2.9   関係NEq,Gteは，原始再帰的関係である．

Definition 4.2.2.10 (有界量化)   𝑛 + 1項関係R ⊆ ℕ𝑛+1について，次のような𝑛 + 1項関
係を定める．
• ∀𝑦≤𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)]は「𝑚以下の全ての𝑦で，R( ⃗𝑥, 𝑦)が成立する」を表す関係で，有界全称量
化と呼ぶ．

• ∃𝑦≤𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)]は「𝑚以下のある𝑦で，R( ⃗𝑥, 𝑦)が成立する」を表す関係で，有界存在量化
と呼ぶ．

2つを合わせて，有界量化とも呼ぶ．

Remark      自由変数は ⃗𝑥,𝑚であって，𝑦は束縛変数であることに注意せよ．すなわ
ち，( ⃗𝑥,𝑚) ∈ ∀𝑦≤𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)]を確かめているのであって，( ⃗𝑥, 𝑦) ∈ ∀𝑦≤𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)]ではない．
∃𝑦≤𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)]も同様．

Theorem 4.2.2.11     関係R ⊆ ℕ𝑛が原始再帰的関係であるとき，関係∀𝑦≤𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)]と
∃𝑦≤𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)]は原始再帰的関係である．

Proof    次のように特性関数を定義すれば，有界量化としての要件を満たす．
• 𝜒∀𝑦≤𝑚.[R(�⃗�,𝑦)]( ⃗𝑥) ≔ Π𝜒R( ⃗𝑥, 𝑦) = 𝜒R( ⃗𝑥, 0) × 𝜒R( ⃗𝑥, 1) × ⋯ × 𝜒R( ⃗𝑥,𝑚)
• 𝜒∃𝑦≤𝑚.[R(�⃗�,𝑦)]( ⃗𝑥) ≔ ispos(Σ𝜒R( ⃗𝑥, 𝑦)) = ispos(𝜒R( ⃗𝑥, 0) + 𝜒R( ⃗𝑥, 1) + ⋯ + 𝜒R( ⃗𝑥,𝑚))

このとき定義よりRの特性関数𝜒R( ⃗𝑥, 𝑦)が原始再帰的関数であるので，関係∀𝑦≤𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)]
と∃𝑦≤𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)]も原始再帰的関係である． □
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Remark 4.2.2.12     証明によって構成された特性関数を注意深く観察すれば，有界量化
の上界𝑚を何らかの原始再帰関数によって与えても，その特性関数は原始再帰的関数と
なることがわかる． すなわち，𝑓 : ℕ𝑘 → ℕが原始再帰関数であるなら，∀𝑦≤f(�⃗�).[R( ⃗𝑥, 𝑦)]
や∃𝑦≤f(�⃗�).[R( ⃗𝑥, 𝑦)]は原始再帰的な𝑛 + 𝑘項関係となる．

便利なので，≤を<に置き換えた有界量化も定義しておこう．

Definition 4.2.2.13   𝑛 + 1項関係R ⊆ ℕ𝑛+1について，次のような関係を定める．
• ∀𝑦<𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)]は「𝑚より小さい全ての𝑦で，R( ⃗𝑥, 𝑦)が成立する」を表す関係とする．
• ∃𝑦<𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)]は「𝑚より小さいある𝑦で，R( ⃗𝑥, 𝑦)が成立する」を表す関係とする．

Theorem 4.2.2.14     関係R ⊆ ℕ𝑛が原始再帰的関係であるとき，関係∀𝑦<𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)]と
∃𝑦<𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)]は原始再帰的関係である．

Proof    以下のように特性関数を定義すれば要件を満たす．
• ∀𝑦<𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)] ≔ ∀𝑦≤𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)] ∧ ¬R( ⃗𝑥,𝑚)
• ∃𝑦≤𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)] ≔ ∃𝑦≤𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)] ∧ ¬R( ⃗𝑥,𝑚)

これらが原始再帰的関係であることは，Theorem 4.2.2.7より従う． □

Remark      Remark 4.2.2.12は∀𝑦<𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)]と∃𝑦<𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)]についても成り立つ．
すなわち，上界を何らかの原始再帰関数 f(�⃗�)によって与えた∀𝑦<f(�⃗�).[R( ⃗𝑥, 𝑦)]や
∃𝑦<f(�⃗�).[R( ⃗𝑥, 𝑦)]もやはり原始再帰的な𝑛 + 𝑘項関係となる．

ここまでの準備によって，偶数の集合が原始再帰的関係であることを示すことができる．

Definition 4.2.2.15   𝑥 ∈ ℕについて，「𝑥は偶数個のSを持っている」すなわち「𝑥は偶数
である」という1項関係をEven ⊆ ℕとして表す．

Theorem 4.2.2.16   関係Evenは原始再帰的関係である．

Proof    Even(𝑥) ≔ ∃𝑦≤𝑥.[𝑥 = 2 × 𝑦]とすればよい． □

更に様々な関係も原始再帰的関係として表すことができる．

Definition 4.2.2.17   𝑥 ∈ ℕについて，「𝑥は𝑦の約数個のSを持っている」すなわち「𝑥は
𝑦で割り切れる」という2項関係をDiv ⊆ ℕ2として表す．

Theorem 4.2.2.18   関係Divは原始再帰的関係である．

Proof    Div(𝑥, 𝑦) ≔ ∃𝑧≤𝑥.[𝑥 = 𝑦 × 𝑧]とすればよい． □
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Remark   定義より明らかに，Div(𝑥, 2)はEvenとなる．

Definition 4.2.2.19   𝑥 ∈ ℕについて，「𝑥は素数個のSを持っている」すなわち「𝑥は素数
である」という1項関係をPrime ⊆ ℕとして表す．なお，0, 1は素数ではないとする．

Theorem 4.2.2.20   関係Primeは原始再帰的関係である．

Proof    Prime(𝑥) ≔ (2 ≤ 𝑥) ∧ ¬∃𝑦<𝑥.[𝑦 ≠ 1 ∧ Div(𝑥, 𝑦)]とすればよい． □

4.2.3 場合分け関数と有界最小化

Definition 4.2.3.1 (場合分け関数)   関係R ⊆ ℕ𝑛と関数f, g : ℕ𝑛 → ℕについて，以下のよ
うに定義される関数(if R then f else g) : ℕ𝑛 → ℕを，場合分け関数と呼ぶ．

(if R then f else g)( ⃗𝑥) ≔ {
f( ⃗𝑥) if ⃗𝑥 ∈ R
g( ⃗𝑥) if ⃗𝑥 ∉ R

煩雑な場合は，(if R then f else g)( ⃗𝑥)をif R( ⃗𝑥) then f( ⃗𝑥) else g( ⃗𝑥)とも略記する．

Theorem 4.2.3.2   関係R ⊆ ℕ𝑛が原始再帰的関係，関数f, g : ℕ𝑛 → ℕが原始再帰的関数
であるとき，関数(if R then f else g) : ℕ𝑛 → ℕも原始再帰的関数である．

Proof       (if R then f else g)( ⃗𝑥) ≔ 𝜒R( ⃗𝑥) × f( ⃗𝑥) + 𝜒¬R( ⃗𝑥) × g( ⃗𝑥)と定義すれば要件を満た
し，これが原始再帰的関数になることは明らか． □

Definition 4.2.3.3 (有界最小化関数)   𝑛 + 1項関係R ⊆ ℕ𝑛+1に対し，以下のように定義
される𝑛 + 1項関数𝜇𝑦≤𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)] : ℕ𝑛+1 → ℕを，有界最小化関数と呼ぶ．

𝜇𝑦≤𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)] ≔ {𝑘 𝑚以下の𝑦のうち，R( ⃗𝑥, 𝑦)を成立させる最小の𝑦が𝑘として存在するとき
𝑚 そのような𝑦が存在しないとき

Theorem  4.2.3.4      関係R ⊆ ℕ𝑛+1が原始再帰的関係であるとき，有界最小化関数
𝜇𝑦≤𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)] : ℕ𝑛+1 → ℕは原始再帰的関数である．

Proof    以下のように定義すれば要件を満たす．

𝜇𝑦≤0.[R( ⃗𝑥, 𝑦)] = 0

𝜇𝑦≤𝑠(𝑚).[R( ⃗𝑥, 𝑦)] = if ∃𝑦≤𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)] then 𝜇𝑦≤𝑚.[R( ⃗𝑥, 𝑦)] else 𝑠(𝑚)

これが原始再帰的関数になることは明らか． □
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Remark 4.2.3.5   この証明で構成した関数をよく見れば，やはりRemark 4.2.2.12はこ
こでも適用できることがわかる．すなわち，有界最小化の上界を何らかの原始再帰関
数𝑓 : ℕ𝑘 → ℕによって与えた𝜇𝑦≤f(�⃗�).[R( ⃗𝑥, 𝑦)]も，やはり原始再帰的関数として構成でき
る．

4.2.4 𝑛番目の素数の計算
素数について成り立つ，次の定理 Theorem 4.2.4.1を用いることで，𝑖番目の素数を出力する
関数を原始再帰的関数として構成することが出来る．

Theorem 4.2.4.1 (素数の探索範囲の上界について)   𝑝𝑛が𝑛番目の素数のとき，次の素数
である𝑛 + 1番目の素数𝑝𝑛+1は𝑝𝑛! + 1以下に存在する．

Proof    TODO: □

Definition 4.2.4.2   𝑛番目の素数を出力する関数を，pr(𝑛) : ℕ1 → ℕとする． ただし，素
数は0番目から数えるとする．すなわち，pr(0) = 2, pr(1) = 3,…である．

Theorem 4.2.4.3   関数prは原始再帰的関数である．

Proof    Theorem 4.2.4.1より次の素数の探索範囲はpr(𝑛)! + 1すなわち有界であるので，
有界最小化によって素数を探索することができる．

したがって，所望の関数prは以下のように定義すればよい．

pr(0) ≔ 2
pr(𝑠(𝑛)) ≔ 𝜇𝑦≤ pr(𝑛)!+1.[pr(𝑛) < 𝑦 ∧ Prime(𝑦)]

これまでに次のことを証明してきた⁴．
• 階乗が原始再帰的関数として表せること．(Corollary 4.2.1.15)
• Primeが原始再帰的関係であること．(Theorem 4.2.2.20)
• 有界最小化の上界を原始再帰的関数で定義してもよいこと． (Remark 4.2.3.5)

これらの結果を踏まえれば，定義した関数が原始再帰的であることは明らか． □

⁴もちろん，これより多くのことが後ろで積み上がっている．ここでは代表的なものを取り上げた．

Example 4.2.4.4   本当になっているか確かめてみよう．

• pr(1) = 𝜇𝑦≤ pr(0)!+1.[pr(0) < 𝑦 ∧ Prime(𝑦)] = 𝜇𝑦≤3.[2 < 𝑦 ∧ Prime(𝑦)] = 3
• pr(2) = 𝜇𝑦≤ pr(1)!+1.[pr(1) < 𝑦 ∧ Prime(𝑦)] = 𝜇𝑦≤7.[3 < 𝑦 ∧ Prime(𝑦)] = 5
• pr(3) = 𝜇𝑦≤ pr(2)!+1.[pr(2) < 𝑦 ∧ Prime(𝑦)] = 𝜇𝑦≤121.[5 < 𝑦 ∧ Prime(𝑦)] = 7

pr(3)の有界最小化の探索範囲を見ればわかるとおり，この関数の計算効率は非常が悪い
5． しかしながら，この計算は必ずいずれ終わるのである．

5100番目の素数523を求めるpr(100)で有界最小化の探索範囲はおよそ10158となる．
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5 1階述語論理
5.1 構文論

5.2 小さな構文論

Definition 5.2.1 (アルファベット)   以下の8個の記号をアルファベットという．

′ 𝑓 𝑃 ¬ → ∃ # ▹

Definition 5.2.2 (略記)
• 𝑓, 𝑃を𝑛 ≥ 1個並べた記号列𝑓⋯𝑓⏟

𝑛

, 𝑃⋯𝑃⏟
𝑛
を，それぞれ𝑓𝑛, 𝑃𝑛と略記する．

•
𝑓𝑛, 𝑃𝑛の後に′を𝑚 ≥ 0個並べた記号列𝑓⋯𝑓⏟

𝑛

𝑚
⏞′⋯′, 𝑃⋯𝑃⏟

𝑛

𝑚
⏞′⋯′を，それぞれ𝑓𝑚𝑛 , 𝑃𝑚𝑛 と略記す

る．
• #を𝑛個並べた記号列#⋯#⏟

𝑛

を，#𝑛と略記する．

5.3 算術の言語

Definition 5.3.1 (算術の言語)   よって特徴づけられる言語を，算術の言語ℒ𝘈という．

6 Gödelの第1不完全性定理
6.1 可証性述語

Theorem 6.1.1

𝑇 ⊢ 𝜎⟹ 𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝜎⸣)

6.2 Gödelの不動点補題

Theorem 6.2.1 (Gödelの不動点補題)   𝑥のみを自由変項とする任意の論理式𝜑(𝑥)につい
て，次を満たす文𝜎を構成することが出来る．

𝑇 ⊢ 𝜎 ↔ 𝜑(⸢𝜎⸣)

このとき，𝜑(𝑥)がΣ𝑛論理式であるならば，𝜎はΣ𝑛文となる．同様に，𝜑(𝑥)がΠ𝑛論理式で
あるならば，𝜎はΠ𝑛文となる．

Definition  6.2.2  (Gödel文 )      Pr𝑇 (𝑥)が可証性述語であるとき，不動点補題
Theorem 6.2.1によって構成される次の文𝐺を，理論𝑇のGödel文という．

𝑇 ⊢ 𝐺 ↔ ¬Pr𝑇(⸢𝐺⸣)
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Theorem 6.2.3  (Gödelの第1不完全性定理)     𝑇を𝖯𝖠の再帰的可算な拡大理論であると
し，𝐺を𝑇のGödel文とする．このとき，以下が成り立つ．
• 𝑇が無矛盾ならば，𝑇 ⊬ 𝐺．
• 𝑇がΣ1健全ならば，𝑇 ⊬ ¬𝐺．

故に，𝑇が無矛盾かつΣ1健全ならば，𝑇は不完全である．

Proof  (𝑇 ⊬ 𝐺の証明)
1. 𝑇 ⊢ 𝐺だと仮定する．
2. Theorem 6.1.1より𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝐺⸣)であり，𝐺の定義より𝑇 ⊢ ¬𝐺となる．
3. 纏めれば𝑇 ⊢ 𝐺かつ𝑇 ⊬ 𝐺であるが，𝑇は無矛盾であると前提しているため，この議論
は破綻する．

よって仮定がおかしく，𝑇 ⊬ 𝐺である． □

Proof  (𝑇 ⊬ ¬𝐺の証明)
1. 𝑇 ⊢ ¬𝐺だと仮定する．
2. 𝐺の定義より𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝐺⸣)となる．
3. Pr𝑇(⸢𝐺⸣)がΣ1文であるため，𝑇がΣ1健全であることから𝒩 ⊨ Pr𝑇(⸢𝐺⸣)となる．
4. 𝒩 ⊨ Pr𝑇(⸢𝐺⸣)と𝑇 ⊢ 𝐺は同値である．
5. 纏めれば𝑇 ⊢ ¬𝐺かつ𝑇 ⊢ 𝐺であるが，𝑇はΣ1健全すなわち無矛盾であると前提してい
るため，この議論は破綻する．

よって仮定がおかしく，𝑇 ⊬ ¬𝐺である． □

Remark 6.2.4 (Gödel文の真偽)   Gödel文の定義より，以下が成り立つ．

𝒩 ⊨ 𝐺⟺𝒩 ⊨ ¬Pr𝑇(⸢𝐺⸣)⟺ 𝑇 ⊬ 𝐺

ここで，𝑇が無矛盾であると仮定するならば Theorem 6.2.3より𝑇 ⊬ 𝐺であるので𝒩 ⊨ 𝐺
である． しかしながら，Theorem 6.2.3はGödel文は証明も反証も出来ないということ，
すなわちGödel文の証明可能性についてだけ触れているのであって，Gödel文の真偽につ
いては何も触れていないことに注意せよ．

Gödel文の真偽は𝑇が実際に無矛盾であるかどうかに依存しており，その事実は第1不完
全性定理によって示されたりはしない． 故に，第1不完全性定理を「正しいが証明は出来
ない言明が存在する」と短絡的に帰結することは若干の危険または誤りがある．

6.3 Gödel‑Rosserの第1不完全性定理
Theorem 6.2.3において，不完全性を示す6ためには，無矛盾性より強い条件であるΣ1健全性
を仮定せざるを得なかった． この仮定を無矛盾性に弱められることがRosserによって示さ

6より細かく言えば𝑇 ⊬ ¬𝐺であることを示すことを．

れている．そのためには，可証性述語を少し変更して，Rosser可証性述語と呼ばれるものに
置き換える必要がある．
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6.3.1 Rosser可証性述語

Definition 6.3.1.1 (Rosser可証性述語)

7 Gödelの第2不完全性定理
ここでは，𝑇とは算術の理論の拡大とする．

7.1 導出可能性条件

Definition 7.1.1 (Hilbert‑Bernays‑Löbの導出可能性条件)   𝜎, 𝜋を文とする． 𝑇の可証
性述語Pr𝑇 (𝑥)について，次の条件𝐃𝟏,𝐃𝟐,𝐃𝟑を，Hilbert‑Bernays‑Löbの導出可能性条
件と呼ぶ．

𝐃𝟏 : 𝑇 ⊢ 𝜎⟹ 𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝜎⸣)

𝐃𝟐 : 𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝜎 → 𝜋⸣) → (Pr𝑇(⸢𝜎⸣) → Pr𝑇(⸢𝜋⸣))

𝐃𝟑 : 𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝜎⸣) → Pr𝑇(⸢Pr𝑇(⸢𝜎⸣)⸣)

Definition 7.1.2  (標準的可証性述語)     𝐃𝟏,𝐃𝟐,𝐃𝟑を満たす理論𝑇の可証性述語Pr𝑇 (𝑥)
を，標準的可証性述語という．

Definition 7.1.3 (無矛盾性を表す文)   𝑇で反証可能なΣ1文を1つ取ってきて⊥とする7．
𝑇の無矛盾性を表す文Con𝑇 ≔ ¬Pr𝑇(⸢ ⊥ ⸣)と定義する．

7すなわち，𝑇 ⊢ ¬ ⊥である．

Remark 7.1.4   Con𝑇はΠ1文である．

Theorem 7.1.5 (形式化された𝛴1完全性定理)   任意のΣ1文𝜎に対して次が成立する．

𝑇 ⊢ 𝜎 → Pr𝑇(⸢𝜎⸣)

Lemma 7.1.6   Pr𝑇 (𝑥)が標準的可証性述語であるとき， 任意の文𝜎に対して次が成立す
る．

𝑇 ⊢ ¬Pr𝑇(⸢𝜎⸣) → Con𝑇

Lemma 7.1.7   任意の𝖯𝖠の拡大理論𝑈と任意の文𝜎に対して次が成立する．

𝑈 ⊢ Pr𝑇(⸢𝜎⸣) → Pr𝑇(⸢¬𝜎⸣)⟹ 𝑈 ⊢ Con𝑇 → ¬Pr𝑇(⸢𝜎⸣)
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Lemma 7.1.8   任意の𝑇のGödel文𝐺に対して次が成立する．

𝑇 ⊢ Con𝑇 → ¬Pr𝑇(⸢𝐺⸣)

Proof 
1. ¬𝐺はΣ1文であるので，形式化されたΣ1完全性定理 Theorem 7.1.5より
𝑇 ⊢ ¬𝐺 → Pr𝑇(⸢¬𝐺⸣)．

2. 𝐺の定義より，𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝐺⸣) → ¬𝐺．
3. 1,2より，𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝐺⸣) → Pr𝑇(⸢¬𝐺⸣)．
4. Lemma 7.1.7と3より，𝑇 ⊢ Con𝑇 → ¬Pr𝑇(⸢𝐺⸣)．

以上で示された． □

Theorem 7.1.9 (Gödel文と無矛盾性の同値性)   𝑇のGödel文𝐺と，𝑇の無矛盾性を表す
文Con𝑇とが，標準的可証性述語によって構成されているとき，次が成立する．

𝑇 ⊢ 𝐺 ↔ Con𝑇

Proof 
1. Lemma 7.1.6に𝐺を適用して𝑇 ⊢ ¬Pr𝑇(⸢𝐺⸣) → Con𝑇．
2. Lemma 7.1.8と1を合わせて，𝑇 ⊢ ¬Pr𝑇(⸢𝐺⸣) ↔ Con𝑇．
3. Gödel文の定義より，𝑇 ⊢ 𝐺 ↔ Con𝑇．

以上で示された． □

Theorem 7.1.9より，明らかに次の系が成り立つ．

Corollary 7.1.10   任意の𝑇のGödel文𝐺,𝐺′に対して𝑇 ⊢ 𝐺 ↔ 𝐺′

Theorem 7.1.11  (Gödelの第2不完全性定理)    𝑇が𝖯𝖠の再帰的可算な拡大理論であると
する．このとき，以下が成り立つ．
• 𝑇が無矛盾ならば，𝑇 ⊬ Con𝑇
• 𝑇がΣ1健全ならば，𝑇 ⊬ ¬Con𝑇

Proof        第 1不 完全性定理 (Theorem 6.2.3)と Gödel文 と無矛盾性の同値性
(Theorem 7.1.9)より従う． □

Remark 7.1.12     第2不完全性定理Theorem 7.1.11の対偶も重要な応用がある．すなわ
ち，自身の無矛盾性が𝑇で証明できてしまう8なら，𝑇は矛盾しているという事実はよく用
いられる．

8𝑇 ⊢ Con𝑇．
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7.2 Kreiselの注意
Theorem 7.1.11においてもGödel‑Rosserの第1不完全性定理のようにΣ1健全を弱めること
が出来ないのだろうか？これは出来ないのである．

Theorem 7.2.1   Rosser可証性述語は導出可能性条件𝐃𝟐,𝐃𝟑を同時に満たさない．

Corollary 7.2.2 (Kreiselの注意)   𝑇 ⊢ ¬PrRo𝑇 (⸢ ⊥ ⸣)．ただし⊥は Definition 7.1.3での
用法と同じ9とする．

言い換えれば，Definition 7.1.3で用いる可証性述語としてRosser可証性述語を利用して
無矛盾性を表した文ConRo𝑇 ≔ ¬PrRo𝑇 (⸢ ⊥ ⸣)を構成した場合は，第2不完全性定理は成り立
たない．

9すなわち例えば文0 = 1などのことを指す．

8 Löbの定理
Gödelの不動点補題と可証性述語を組み合わせると，様々な自己言及的な文を構成すること
が出来る． Gödel文は自己の証明不可能性を主張する文として定義されたが，逆に，自己の証
明可能性を主張する文を考えるとどんなことが起こるのか考えてみよう．

Definition 8.1 (Henkin文)   Pr𝑇 (𝑥)が可証性述語であるとき，不動点補題Theorem 6.2.1
によって構成される次の文𝐻を，理論𝑇のHenkin文という．

𝑇 ⊢ 𝐻 ↔ Pr𝑇(⸢𝐻⸣)

このとき，Henkin文は𝑇で証明可能なのか？という問題がHenkin[10]によって提案された．
この問題はLöb[11]によって，より一般的な形で解決された．

Theorem 8.2 (Löbの定理)   任意の文𝜎に対して次が成立する．

𝑇 ⊢ 𝜎⟺ 𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝜎⸣) → 𝜎

⟹については自明なので，問題は⟸を証明することである．この証明には第2不完全性定理
を使う証明(節 8.3)と，第2不完全性定理を使わないLöbのオリジナルの証明(節 8.3)がある．
特に後者の証明からは第2不完全性定理が系として得られる(節 8.3.1)．

前述の通り，Löbの定理はHenkinの問題を一般化したものであり，𝜎を𝐻とすればHenkinの
問題は解決される．

Corollary 8.3   𝑇 ⊢ 𝐻である．
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8.1 Löbの定理の意義

8.2 第2不完全性定理を用いた証明
第2不完全性定理は証明済みとする．このときLöbの定理は次のように証明される．

Proof    𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝜎⸣) → 𝜎を仮定する． 対偶と演繹定理より，𝑇 + ¬𝜎 ⊢ ¬Pr𝑇(⸢𝜎⸣)とな
る．

ここで，𝐃𝟐の対偶として𝑇 + ¬𝜎 ⊢ (Pr𝑇(⸢¬𝜎⸣) ∧ Con𝑇) → ¬Pr𝑇(⸢¬𝜎 →⊥ ⸣)が成り立
つ．¬Pr𝑇(⸢ ⊥ ⸣) ≡ Con𝑇であることに注意．

𝑇 + ¬𝜎 ⊢ ¬𝜎と𝐃𝟏より𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢¬𝜎⸣)であり， 𝑇 + ¬𝜎 ⊢ ¬Pr𝑇(⸢𝜎⸣)とLemma 7.1.6より
𝑇 + ¬𝜎 ⊢ Con𝑇である． よって，𝑇 + ¬𝜎 ⊢ ¬Pr𝑇(⸢¬𝜎 →⊥ ⸣)である．

更に，形式化された演繹定理より，𝑇 + ¬𝜎 ⊢ ¬Pr𝑇+¬𝜎(⸢ ⊥ ⸣)となる．  ここで，
¬Pr𝑇+¬𝜎(⸢ ⊥ ⸣) ≡ Con𝑇+¬𝜎であることに注意すれば，𝑇 + ¬𝜎 ⊢ Con𝑇+¬𝜎である． このと
き，第2不完全性定理より𝑇 + ¬𝜎は矛盾してしまう10ことがわかる．よって，𝑇 ⊢ 𝜎であ
る． □

10remark 12も参照せよ．

8.3 オリジナルのLöbの証明
一方，Löbのオリジナルの証明では第2不完全性定理を用いておらず，不動点補題を用いて
Kreisel文と呼ばれる文を構成し，それに基づいて証明している．

Definition 8.3.1   任意の文𝜎に対して，不動点補題を用いて構成される次の文𝐾を，𝑇の
Kreisel文と呼ぶ．

𝑇 ⊢ 𝐾 ↔ (Pr𝑇(⸢𝐾⸣) → 𝜎)

それでは証明しよう．
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Proof    𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝜎⸣) → 𝜎を仮定する．

また，Kriesel文𝐾として𝑇 ⊢ 𝐾 ↔ (Pr𝑇(⸢𝐾⸣) → 𝜎)を構成する．

以下の議論によって，𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝐾⸣) → Pr𝑇(⸢𝜎⸣)が成り立つ．
1. 𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝐾⸣) → Pr𝑇(⸢Pr𝑇(⸢𝐾⸣) → 𝜎⸣)．
• 𝐃𝟏より以下が成り立ち，これを𝐾の定義と合わせる．
• 𝑇 ⊢ 𝐾 ⟹ 𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝐾⸣)．
• 𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝐾⸣)⟹ 𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢Pr𝑇(⸢𝐾⸣)⸣)．

2. 𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝐾⸣) → (Pr𝑇(⸢Pr𝑇(⸢𝐾⸣)⸣) → Pr𝑇 (𝜎))．
• 𝐃𝟐より𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢Pr𝑇(⸢𝐾⸣) → 𝜎⸣)) → (Pr𝑇(⸢𝐾⸣) → Pr𝑇(⸢𝜎⸣))であり，これと1を
合わせる．

3. 𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝐾⸣) → Pr𝑇(⸢𝜎⸣)．
• 𝐃𝟑より𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝐾⸣) → Pr𝑇(⸢Pr𝑇 (𝐾)⸣)であり，これと2を合わせる．

仮定と合わせて式 1が成り立つ．

𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝐾⸣) → 𝜎 (1)

ここで，式 1と𝐾の定義より𝑇 ⊢ 𝐾であり，𝐃𝟏より𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢𝐾⸣)である． 再び式 1を用
いれば，𝑇 ⊢ 𝜎となる． □

8.3.1 Löbの定理の系としての第2不完全性定理

8.4 形式化されたLöbの定理
Löbの定理は形式化することが可能である．

Theorem 8.4.1 (形式化されたLöbの定理)   任意の文𝜎に対して次が成立する．

𝑇 ⊢ Pr𝑇(⸢Pr𝑇(⸢𝜎⸣) → 𝜎⸣) → Pr𝑇(⸢𝜎⸣)

後にPr𝑇 (𝑥)を単なる様相演算子□として見ることになるが，その際に重要な働きとなる．

9 Robinson算術についての第2不完全性定理

10 算術𝖱について
Robinson算術𝖰よりも更に弱い算術でも不完全性定理を証明することができる． そのよう
な算術の例として，Tarski,Mostowski,Robinsonによって算術𝖱が与えられた[12]． この章
では，この𝖱について見ていこう．[13, 14]に基づく．

11 Boolosの不完全性定理

12 様相論理

13 証明可能性論理

14 Kolmogorov複雑度
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15 Chaitinの不完全性定理

16 抜き打ちテストのパラドックスの形式化
驚くべきことに，抜き打ちテストのパラドックスを上手く形式化すると，第2不完全性定理が
得られるということが分かっている． この章では[15]に基づき，その証明を見ていくことに
しよう．

17 連結の理論
不完全性はどこからやって来るのか？Quineの考察[16]によれば，それは算術よりもっと根源
的な操作である「連結」という操作からやってくるという． この章では[17, 18]などで提案さ
れた，連結の理論(Concatenation Theory)について見ていくことにしよう．

18 自己検証可能な理論
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