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1. はじめに
この文章は Nix，GitHub Actionsを用いた継続的 SATYSFI文書執筆のデモを目的として

執筆されたものである．

2. 1階命題論理
1階命題論理 (first-order propositional logic)は次のようなことについて考えることが出来

る．

今日は水曜日だ．

今日が水曜日ならば，講義がある．

今日は水曜日でかつ，1 + 1 = 3だ．

今日が水曜日ならば，今日は水曜日だ．

一方，基本的には次のようなことは考えることは出来ない．

すべての自然数は奇数または偶数である．

すべての自然数 𝑛について，それより大きい大きい自然数 𝑛 + 1が存在する．
2.1. シンタクス
2.1.1. 記号の定義
Definition 2.1.1 (1階命題論理の記号).

命題記号 𝑃,𝑄,𝑅,…
0項真理関数 𝑡𝑟𝑢𝑒,𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒
1項真理関数 ¬
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2項真理関数 ∧,∨,→,↔
Remark 2.1.2 個々の命題記号 𝑃,𝑄,𝑅,…は，例えば「今日は水曜日だ」「1 + 1 = 4」などの
命題を指す．¬𝑃
Remark 2.1.3 真理関数 (truth-function)とは， 2.1.5で定義される論理式を引数に取る関数
である．また，この関数の値域は?で定義される．

Remark 2.1.4 括弧 (,)は，当然存在するものとして記号の定義から省略し，用法も一般的な
ものと同じものとする．今後考える論理でも同様に定義から省略する．

2.1.2. 論理式の定義
Definition 2.1.5 (1階命題論理の論理式). 2.1.1で定義された 1階命題論理の記号が与えられ
たとき，次の規則で再帰的に定義される集合を論理式の集合とする．

1. 命題記号 𝑃,𝑄,𝑅,…
2. 𝜌 𝜑�…𝜑�

(a) 𝜌は 𝑛項真理関数．
(b) 𝜑�…𝜑�は論理式．

3. 上記以外は論理式ではない．

Remark 2.1.6 括弧の多さによる煩雑さや順番の非直感的さを避けるなどの目的で，一般

に 2項演算子については「1 + 1」のように演算子を中置することが多い．今後，2.1.1で定
義した 2項真理関数 ∧,∨,→,↔についても，これに倣って同様に中置することとする．よ
り明示的に定義するなら2.1.7．

Definition 2.1.7 (2項真理関数の中置).

1. ∧ 𝜑,𝜓 := 𝜑 ∧ 𝜓
2. ∨ 𝜑,𝜓 := 𝜑 ∨ 𝜓
3. → 𝜑,𝜓 := 𝜑 → 𝜓
4. ↔ 𝜑,𝜓 := 𝜑 ↔ 𝜓
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Remark 2.1.8 2.1.1で定義した 0項真理関数 𝑡𝑟𝑢𝑒, 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒について，𝑡𝑟𝑢𝑒 , 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒 は論理

式であるが，長いので，今後はそれぞれを ⊤,⊥と表す．つまり2.1.9．

Definition 2.1.9 (0項真理関数の略記).

1. ⊤ := 𝑡𝑟𝑢𝑒
2. ⊥ := 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒
Example 2.1.10 ここまでの定義，注意を踏まえると，次のものは正しく 1階命題論理の論
理式である．逆に，次のものは 1階命題論理の論理式ではない．

Definition 2.1.11 (部分論理式). 論理式 𝜑の部分論理式 (subformula)の集合を 𝑆𝑢𝑏𝐹 𝜑 で

表し，以下のように再帰的に定義する．

1. 𝑆𝑢𝑏𝐹 𝑃 := 𝑃
(a) 𝑃は命題記号．

2. 𝑆𝑢𝑏𝐹 𝜌 𝜑�…𝜑� := 𝜌 𝜑�…𝜑� ∪ 𝑆𝑢𝑏𝐹 𝜑� ∪ ⋯ ∪ 𝑆𝑢𝑏𝐹 𝜑�
(a) 𝜌は 𝑛項真理関数．
(b) 𝜑�…𝜑�は論理式．
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