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1. はじめに



1.1 地図 1. はじめに

上は命題論理，下は様相論理．実線は論理の包含関係，点線は Modal Companion を表す．
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このあたりのことを話します．

今回得られた結果

よく知られている事実
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1.2 Gödel-McKinsey-Tarski の定理 1. はじめに

直観主義命題論理 𝐈𝐧𝐭 と様相論理 𝐒𝟒 の間には深い関係がある．

事実 1 (Gödel (1933),McKinsey and Tarski (1948)):

𝐈𝐧𝐭 ⊢ 𝐴 ⟺ 𝐒𝟒 ⊢ 𝐴𝒢︀

定義 2:  Gödel 変換 (·)𝒢︀ : FmlP → FmlM．

• 𝑝𝒢︀ ↦ □𝑝，ただし 𝑝 は命題変数．
• ⊥𝒢︀ ↦ ⊥．
• (𝐴 → 𝐵)𝒢︀ ↦ □(𝐴𝒢︀ → 𝐵𝒢︀)
• (𝐴 ∧ 𝐵)𝒢︀ ↦ 𝐴𝒢︀ ∧ 𝐵𝒢︀

• (𝐴 ∨ 𝐵)𝒢︀ ↦ 𝐴𝒢︀ ∨ 𝐵𝒢︀
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1.3 𝐒𝟒 の拡張について 1. はじめに

定義 3:  命題論理 𝐿 と様相論理 𝑀  について 𝐿 ⊢ 𝐴 ⟺ 𝑀 ⊢ 𝐴𝒢︀ なら 𝑀  は 𝐿 の Modal Companion であると
言う．

𝐒𝟒 より強い論理に関する Modal Companion はよく知られている．

事実 4 (cf. Chagrov and Zakharyaschev (1997)):
• 𝐒𝟒.𝟐 : 𝐒𝟒 + ◇□𝑝 → □◇𝑝 は弱排中律・Jankov の論理 𝐊𝐂 : 𝐈𝐧𝐭 + ¬𝑝 ∨ ¬¬𝑝 の Modal Companion．
• 𝐒𝟒.𝟑 : 𝐒𝟒 + □(□𝑝 → 𝑞) ∨ □(□𝑞 → 𝑝) は Gödel-Dummett の論理 𝐋𝐂 : 𝐈𝐧𝐭 + (𝑝 → 𝑞) ∨ (𝑞 → 𝑝) の Modal 

Companion．
• 𝐒𝟓 : 𝐒𝟒 + 𝑝 → □◇𝑝 は古典論理 𝐂𝐥 : 𝐈𝐧𝐭 + 𝑝 ∨ ¬𝑝 の Modal Companion．

Question 1: 𝐒𝟒 より弱い様相論理に対応する命題論理を考えたい．
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1.4 Corsi の Subintuitionitic Logic 𝐅 1. はじめに

Corsi (1987) による下位直観主義論理 𝐅． 𝐅 は 𝐈𝐧𝐭 よりも弱い．

定義 5:  次の公理と規則で Hilbert 流で定める論理を 𝐅 と呼ぶ．
(この公理化は de Jongh and Shirmohammadzadeh Maleki (2017) による)

1. 𝐴 ∧ 𝐵 → 𝐴
2. 𝐴 ∧ 𝐵 → 𝐵
3. 𝐴 → 𝐴 ∨ 𝐵
4. 𝐵 → 𝐴 ∨ 𝐵
5. 𝐴 → 𝐴
6. ⊥ → 𝐴

7. 𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶) → (𝐴 ∧ 𝐵) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶)
8. (𝐴 → 𝐵) ∧ (𝐴 → 𝐶) → (𝐴 → 𝐵 ∧ 𝐶) : 𝖢
9. (𝐴 → 𝐶) ∧ (𝐵 → 𝐶) → (𝐴 ∨ 𝐵 → 𝐶) : 𝖣

10. (𝐴 → 𝐵) ∧ (𝐵 → 𝐶) → (𝐴 → 𝐶) : 𝖨

11.
𝐴 → 𝐵 𝐴 (MP)

𝐵

12.
𝐴 (AF)

𝐵 → 𝐴
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1.4 Corsi の Subintuitionitic Logic 𝐅 1. はじめに

最小の正規様相論理 𝐊 は 𝐅 の様相同伴．

事実 6 (Corsi (1987)):

𝐅 ⊢ 𝐴 ⟺ 𝐊 ⊢ 𝐴𝒞︀

ただし元々の Gödel 変換は 𝑝𝒢︀ ↦ □𝑝 だったが，ここでは少し変えたものを使う． 変換の違いは付値の遺伝
性によって生じる．

定義 7:  Corsi の Gödel 変換 (·)𝒞︀ : FmlP → FmlM は 命題変数について 𝑝𝒞︀ ↦ 𝑝 とする．それ以外は 𝑔 と同じ．

以降は主にこちらの変換で考える．

Question 2: 𝐊 より弱い様相論理に対応する命題論理を考えたい．
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2. 得られた結果: 論理 𝐕𝐅



2.1 様相論理の FMT 意味論 2. 得られた結果: 論理 𝐕𝐅

定義 8:  𝐂𝐥 に必然化則 
𝐴 (Nec)
□𝐴  を入れた論理を 𝐍 と呼ぶ．

Fitting, Marek, Truszczyński は 𝐍 の分析のために次の意味論を導入した．(cf: Fitting et al. (1992))

定義 9:  様相論理の FMT モデル 𝑀 ≔ ⟨𝑊, {𝑅𝐴}𝐴∈FmlM
, 𝑉 ⟩．

• 𝑊  は非空．
• 𝑅𝐴 は様相論理式で添字付けられた 2 項関係 FmlM × 𝑊 × 𝑊．

□𝐴 の充足関係は以下で定める（𝑅𝐴 関係だけ見る．）

𝑀,𝑥 ⊩ □𝐴 ⟺ ∀𝑦.𝑥𝑅𝐴𝑦 ⟹ 𝑀,𝑦 ⊩ 𝐴

事実 10 (Fitting et al. (1992)):  𝐍 は全ての様相論理の FMT モデルのクラスに対し健全かつ完全．

この意味論を命題論理に上手く持ち込む．
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2.2 命題論理の FMT 意味論 2. 得られた結果: 論理 𝐕𝐅

定義 11:  命題論理の FMT モデル 𝑀 ≔ ⟨𝑊, {𝑅𝐴}𝐴∈FmlP
, 𝑟, 𝑉 ⟩．

• 𝑅𝐴 は命題論理式で添字付けられた 2 項関係 FmlP × 𝑊 × 𝑊．
• 𝑟 は根で，任意の論理式 𝐴 と 𝑥 ∈ 𝑊  に対し 𝑟𝑅𝐴𝑥．

𝐴 → 𝐵 の充足関係は以下で定める（𝑅𝐴→𝐵 関係だけ見る．）

𝑀,𝑥 ⊩ 𝐴 → 𝐵 ⟺ ∀𝑦.𝑥𝑅𝐴→𝐵𝑦,𝑀, 𝑦 ⊩ 𝐴 ⟹ 𝑀,𝑦 ⊩ 𝐵

モデル上の妥当性 𝑀 ⊨ 𝐴 : 全ての 𝑥 ∈ 𝑊  について 𝑀,𝑥 ⊩ 𝐴

この意味論に対応する命題論理は何か？
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2.3 Very Weak Subintuitionistic Logic 𝐕𝐅 2. 得られた結果: 論理 𝐕𝐅

定義 12:  次の公理と規則で Hilbert 流で定める論理を 𝐕𝐅 と呼ぶ．

1. 𝐴 ∧ 𝐵 → 𝐴
2. 𝐴 ∧ 𝐵 → 𝐵
3. 𝐴 → 𝐴 ∨ 𝐵
4. 𝐵 → 𝐴 ∨ 𝐵
5. 𝐴 → 𝐴
6. ⊥ → 𝐴

7. 𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶) → (𝐴 ∧ 𝐵) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶)

8.
𝐴 → 𝐵 𝐴 → 𝐶 (RC)

𝐴 → 𝐵 ∧ 𝐶

9.
𝐴 → 𝐶 𝐵 → 𝐶 (RD)

𝐴 ∨ 𝐵 → 𝐶

10.
𝐴 → 𝐵 𝐵 → 𝐶 (RI)

𝐴 → 𝐶

11.
𝐴 → 𝐵 𝐴 (MP)

𝐵

12.
𝐴 (AF)

𝐵 → 𝐴
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2.3 Very Weak Subintuitionistic Logic 𝐕𝐅 2. 得られた結果: 論理 𝐕𝐅

定理 13: 𝐕𝐅 は選言特性を持つ: 𝐕𝐅 ⊢ 𝐴 ∨ 𝐵 ならば 𝐕𝐅 ⊢ 𝐴 または 𝐕𝐅 ⊢ 𝐵．

定理 14: 𝐕𝐅 は全ての命題論理の（有限）FMT モデルのクラスに対し健全かつ完全．

反例モデルを構成して次がわかる．

定理 15:
• 𝐕𝐅 ⊬ ¬(𝑝 ∧ ¬𝑝)．
• 𝐕𝐅 ⊬ ¬¬⊤．
• 𝐕𝐅 ⊬ (⊤ → (𝑝 ∧ 𝑞)) ↔ (⊤ → (𝑞 ∧ 𝑝))．

Modal Companion も確認できる．

定理 16:  𝐕𝐅 ⊢ 𝐴 ⟺ 𝐍 ⊢ 𝐴𝒞︀
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3. 𝐕𝐅 の拡張



3.1 継続性の公理 3. 𝐕𝐅 の拡張

𝐕𝐅 ⊬ ¬¬⊤ だったが実は 𝐅 ⊬ ¬¬⊤ でもある．
𝐅 の Kripke 意味論上では ¬¬⊤ は継続性(seriality)を表す．

定義 17:  2 項関係 𝑅 が継続的(serial): ∀𝑥.∃𝑦.𝑥𝑅𝑦

𝐕𝐅 上でも¬¬⊤ は 継続性を表す．

定義 18:  命題論理/様相論理の FMT モデル 𝑀  が 命題論理式/様相論理式 𝐴 に対して 𝐴-継続的: 
∀𝑥, ∃𝑦, 𝑥𝑅𝐴𝑦．

補題 19:  命題論理の FMT モデル 𝑀  において，𝑀 ⊨ ¬¬⊤ であることと 𝑀  が ¬⊤-継続的であることは同値．

定理 20:  𝐕𝐅 + ¬¬⊤ は ¬⊤-継続的な命題論理 FMT モデルのクラスに対し健全かつ完全である．
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3.2 継続性に関する現象 3. 𝐕𝐅 の拡張

事実 21 (Kogure and Kurahashi (2025)):  𝐍𝐏□ ≔ 𝐍 + ¬□⊥ は ⊥-継続的な様相論理の FMT モデルのクラ
スに対し健全かつ完全である．

𝐍𝐏□ は 𝐕𝐅 + ¬¬⊤ の Modal Companion になりそうと思うが，実はそうならない．

定理 22:  任意の論理式 𝐴 に対し，以下は同値．
1. 𝐕𝐅 ⊢ 𝐴．
2. 𝐍 ⊢ 𝐴𝒞︀．
3. 𝐍𝐏□ ⊢ 𝐴𝒞︀．
4. 𝐍 + {¬□¬2𝑛⊥ : 𝑛 ∈ 𝑋} ⊢ 𝐴𝒞︀．ここで 𝑋 ⊆ ℕ は任意．

つまり 𝐍𝐏□ も 𝐕𝐅 の Modal Companion である．

したがって 𝐍𝐏□ は 𝐕𝐅 + ¬¬⊤ の Modal Companion ではない．（そうだとしたら 𝐕𝐅 = 𝐕𝐅 + ¬¬⊤）
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3.2 継続性に関する現象 3. 𝐕𝐅 の拡張

定理 23:  以下が同値
1. 𝐕𝐅 + ¬¬⊤ ⊢ 𝐴．
2. 𝐍 + ¬□¬□⊤ ⊢ 𝐴𝒞︀．
3. 𝐍 + ¬□¬□⊤ + {¬□¬2𝑛⊥ : 𝑛 ∈ 𝑋} ⊢ 𝐴𝒞︀．ここで 𝑋 ⊆ ℕ は任意．

つまり 𝐍 + ¬□¬□⊤ が 𝐕𝐅 + ¬¬⊤ の Modal Companion である．

𝐊 上では同値だった ¬□⊥ と ¬□¬⊤ は 𝐍 上では同値でない．このことが微妙な違いを引き起こしている．

メモ: 𝐍𝐏□ ≔ 𝐍 + ¬□⊥

実はより一般に closed negative form という形の論理式の拡張に対して一般化出来る．
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3.3 𝐍𝐑 について 3. 𝐕𝐅 の拡張

他の継続性についても議論できる．

事実 24:  𝐍𝐑 ≔ 𝐍 +
¬𝐴 (Ros)
¬□𝐴  は 任意の 𝐴 に対して □𝐴-継続的な様相論理の FMT モデルのクラスに対

し健全かつ完全である．

メモ: 𝐍𝐏□ ≔ 𝐍 + ¬□⊥ は ⊥-継続的

定理 25:  𝐕𝐅𝐑 ≔ 𝐕𝐅 +
¬𝐴 (Ros)
¬□𝐴  は任意の 𝐴 → 𝐵-継続的な様相論理の FMT モデルのクラスに対して健

全かつ完全

定理 26:  𝐍𝐑 は 𝐕𝐅𝐑 の modal companion．
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4. おわりに



4.1 まとめ 4. おわりに

• とても弱い命題論理 𝐕𝐅 を導入し，意味論を導入して完全性を示した．

• 𝐍 は 𝐕𝐅 の Modal Companion である．

• 𝐕𝐅 上の継続性に関する拡張を分析した．

• future work: そもそもこの論理は何？
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4.2 ありがとうございました 4. おわりに

https://sno2wman.github.io/slides-for-Mathsoc2026Autumn/main.pdf
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